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A Matematica da Mecancia Quantica

Mecanica Classica:

Espaco de estados S
Evolugdo dindmica D; : S — S, t € R

Simetrias relativisticas P x S — S

Observaveis f : S — R

Mecanica Lagrangiana: S = TM, equacdes de Euler-Lagrange:

oL d oL
dq'  dtag

Mecanica Hamiltoniana: S = T*M, equagdes de Hamilton:

OH ; OH
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A Matematica da Mecanica Quantica

Sistema quéantico:

Sistema quantico dado por espaco de Hilbert H

Espaco de estados P(#), vetores unitdrios 1) a menos de fase

Observéveis sdo operadores autoadjuntos A : H — H

Medicdo de A do sistema no estado w: natureza probabilistica

Caso de A com autovalores discretos A1, Ay, ... € R e autovetores
1,1, . ... Entao
Proby (A = i) = |(, %) .

Mais geralmente: medida espectral A — PA, densidade de probabilidade
para a medi¢cdo no estado .



A Matematica da Mecanica Quantica

Exemplo: H = L2(R), v € H, operadores posicdo e momento

QU0 = X0, P(U)(Ex) = —ih (2, %)

em que
[Q,P] =ih.

Probabilidade de encontrar particula em [a, b] é

/a " el

Autofuncbes do operador posicdo: sdo os deltas de Dirac

Q((SXO) = XO(SXO'



Simetrias de um Sistema Quantico

Simetrias: s : P(H) — P(H) que preservam |(¢, ¢)[?.
Se U : H — H é (anti-)unitario, induz simetria.

Estuda representacdes unitdrias projetivas de um grupo G em H.
Quando s3o induzidas de representagles unitarias?

G = SO(3): simetria rotacional.
G = SO(1,3)": simetria relativistica.

P =TR* x SO(1,3)° grupo de Poincaré.

Mecanica Quantica Relativistica = Representacdes Unitarias de P



Classificacao de Particulas

= e ; q p
Algumas representacoes de P: Lmd-v par particula-antiparticula de massa
m e spin j € %Z.

Teorema da Estatistica do Spin:

e Funcdo de onda de particula de spin inteiro é simétrica: bdsons.

e Funcdo de onda de particula de spin meio-inteiro é antissimétrica:
férmions.

Caso do elétron: principio da exclusdo de Pauli.



nticos de Varias Par

Sistema quantico H de uma particula, particulas idénticas: H®N.

e Bésons: Se comportam como SV(H).

e Férmions: Se comportam como AN (H).

Espaco de Hilbert I dos estados de 1 particula: Ko ® Ky.

Para vérias particulas: Z/27Z-graduagdo

H = S(Ko) ® A(K1).

Vantagem em ter uma visdo unificada: simetrias entre bdsons e férmions.

Espacos com coordenadas bos6nicas (comutativas) e fermidnicas
(anticomutativas): quantizando, resultariam em teorias quénticas de
campos supersimétricas.



A Evolucao do Conceito de Espaco

Riemann: Separacio entre espaco e as relacdes métricas nele.
Coordenadas locais, geometria infinitesimal e curvatura
Geometria do Espaco Fisico ndo é independente dos fenémenos fisicos!

Einstein: A relatividade especial e geral: ideia de espacotempo,
gravidade como manifestacdo da curvatura.

Mecanica Quéntica: a geometria do infinitesimalmente pequeno?
Novos modelos de espago para (tentar) conciliar QM e GR.

Coordenadas bosonicas e fermibnicas: permite tratamento de
supersimetria (SUSY). Mas como é um espago assim?



A Matematica dos Espacos

Superficies de Riemann: colagem de dominios complexos com transi¢des
holomorfas.

Variedades = Espac¢o topoldgico + mudancas de coordenadas locais.
Colagem de pedacos locais: variedades e esquemas.

Entender espacos pelas dlgebras de funcées neles!

e Espacos CHauss = x-dlgebras de Banach comutativas;

e Variedades algébricas afins sobre C = algebras finitamente geradas
sobre C sem nilpontentes n3o-nulos; etc...

Principio de Grothendieck: todo anel A é essencialmente anel de
fun¢des sobre um espagos X = X(A).

Localizacdes: corresponde a feixe de anéis no espaco.
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Superalgebra Linear

Superespaco vetorial V = Vy & V; sobre corpo k de chark = 0.
Elementos pares (p(v) = 0) e impares (p(v) = 1).

Morfismos V — W preservam a Z/2Z-graduag3o.

Hom interno: todos os mapas lineares V' — W.

@ )=le )+ 5

Hom, (V, W) = Hom,(V, W) & Hom, (V, W);.
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Superalgebras

Superalgebra A = Ay @ A; é superespaco vetorial com
AiA; C Aitjs i,j mod 2,
ou seja, p(ab) = p(a) + p(b).
E supercomutativa se
b — (71)P(3)P(b) ba,

ou seja: pares comutam com todos, e impares anticomutam entre si.
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Exemplos de Superalgebras

V espaco vetorial usual, A V é superdlgebra com produto exterior.

Pares s3o da forma Z\l\ par a'wy, impares da forma ZII\ impar alw;,
onde I ={i <...,i;}parar=1,...,dimV.

Mais geralmente: coordenadas Grassmannianas

A=K[t', ... ] J\(0",...,09)

em que os t' comutam, e os ¢ anticomutam entre si.
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Derivacoes e Superalgebras de Lie

Superalgebra de Lie g é superespaco vetorial com supercolchete tal que
[37 b] = 7(71)p(a)p(b) [bv 3]7
e identidade de Jacobi

[a,[b, c]] + (_1)p(a)p(b)-HJ(a)p(C)[b7 [c,a]] + (—=1)? p(a)p(c)+p(b)p(c [c [a, B]].

Com D € Hom, (A, A), D é derivagdo de superalgebra se

D(ab) = D(a)b + (—1)PPIP(2aD(b).

. 0 0
Formam superélgebra de Lie! Exemplo de —— pares, e 20 impares.

ot
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Feixes (de Anéis)

Variedade suave M.

Para abertos U C M: U — C>(U).

Para cada inclusdo ryy : U < V/, tem restricdo C*(V) — C>°(U).
Se U= U Ui e fic C®(U;), existe f € C>=(U) tal que f|y, = f;?
Se e somente se as f; concordam nas restri¢des:

filunu, = filuny-

Associagdo U — C>(U) é um feixe de anéis comutativos com unidade!
Dada F: M — N e V C N, pullbacks F*: C®(V) — C®(F~L(V)).
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Feixes (de Anéis)

(M, C) é feixe de anéis, mais especificamente espaco anelar de fun¢ées:
os anéis sao fungdes usuais em U C M.

Definicdo de variedade suave: espaco anelar de funcdes (X, R)
localmente isomorfo a (R", C°).

Generalizacdo maior: n3o precisam ser de-facto fun¢des sobre X!

Motivagdo vinda de GA: C[X, Y]/(X) = anel de fun¢des polinomiais na
reta X = 0.

C[X, Y]/(X?) = anel de fungdes na reta dupla X?> = 0. Presenca de
nilpotentes: valor numérico é 0, mas é geometricamente relevante.

Entender espacos a partir de feixes de anéis gerais.

16



Espacos Anelares

Espaco anelar X = (|X|, Ox):

e | X| espa¢o topoldgico (Hausdorff 2° enumeravel);

e Feixe de anéis comutativos com unidade Ox em |X]|.
U C |X| aberto, s € Ox(U) sdo se¢bes em U.

Com x € [X|, xe UNV, esegdes s € O(U), g € O(V), equivaléncia

f~g < IWCUNV tal que flw = glw.

Classes de equivaléncia sio o talo O,, anel de germes de x.

X é espaco de os talos O, sdo anéis locais: possuem unico ideal
maximal m,. Complementar s3o os germes invertiveis.
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Morfismos Entre Espacos Anelares

X, Y espacos anelares, morfismo ) : X — Y

e Funcdo continua |¢| : [ X| — |Y|;
e Colegdo de homomorfismos ¢}, : Oy (V) — Ox(|v|71(V))
comutando com restri¢des.

Induz mapa Oyﬂ/)(x) — Ox . E morfismo de espacos se leva y(x) €m
m,y.
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Superespacos

Definicdes andlogas para superespacos anelares e superespacos.
Tomar feixe Ox de superanéis supercomutativos com unidade.

OBS.: Restri¢des Ox(U) — Ox(V) sdo morfismos de superanéis —>
preservam a graduag3o. Igualmente para ¢} : Oy (V) — Ox(|v|71(V)).

Anel supercomutativo local: tnico ideal homogéneo maximal.
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Superdominios

Construgdo de supervariedades a partir de modelos locais.
Superdominio UP!9 é o superespaco (U, CBOP‘q), onde U C RP aberto e
CrPl9 v = R (V)[0Y,...,0%, V C U aberto,

e # anticomutam entre si. Ou seja:

oop|q Coo| ® /\

Elementos s3o da forma
> hb,
I
fie Co(V), 0 =01, 0" I ={h<...<i}C{L,...,q}.

Note que ¢ s3o nilpotentes! Valor numérico = 0.
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Supervariedades

Uma supervariedade M = (|M|, Oy;) é superespaco localmente isomorfo
a UPla.

Dado x € [M|, 3V C M com x € V tal que V=V, CR" e
Om(V) = CF|v[6,...09 = C>=(tL, ..., t")([F", ..., 09

onde 0’y = —/0'.

(t',...,tP,0,...,09) sdo as coordenadas locais de M em V.

plg é a superdimensao de M.
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Valor de secoes

Em supervariedade M, possivel identificar estrutura suave em |M].
com 0 € RP, vizinhanca V e
A= C=®(V)[6,...,09,

s € A é da forma

s:so+Zs;9i+Zsij9i9]+---

i<j
s é invertivel sse sy for.

Define s(0) valor da se¢do como sp; tnico A € R tal que s — A ndo é
invertivel em nenhuma vizinhanca.

Nogdo de valor de secdo s € Oy em x: s+ 5(x).
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A Variedade Reduzida

s — 5(x) é homomorfismo O (U) — R.

s — s é homomorfismo de Op(U) — O},(U), dlgebra comutativa real de
funcdes em U.

Como feixe, O’ representa |M| como variedade suave!

Variedade reduzida: M,.y. Ainda, Ur‘;ldq = U.
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Morfismos Entre Supervariedades

Morfismos M — N sdo morfismos de espacos. Preservar a graduagao!

No caso de variedades:

os yJ sdo funcBes suaves de x', ..., x".
Caso andlogo para supervariedades!

Exemplo de ¢ : R!? — R? tal que |¢| = Id. Coordenadas globais
t, 0%, 6% f € O(RY?):

f=f(t,0%6%) = fo(t) + A(1)0" + KH(t)0% + fa(t)0 6%
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Morfismos Entre Supervariedades

Como sdo os pullbacks? Preserva a graduagio:

P*(t) = t* =t + 00
¢*(0') = 0" = g6 + h6°,
¢*(92) _ 92* _ g291 4 h292.

Supde exemplo de t* = t + 0102, 1% = 91, 9% = 6>

Se g é fungdo suave em t, formalmente devemos ter
¢'g = g(t+0'0°) = g(t) + g'(t)0"6*.

Se tivermos isso, podemos estender para g € C>=(U)[6?, 6?]
naturalmente.
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Morfismos Entre Supervariedades

Teorema
Seja UP!9 superdominio, M supervariedade e ¢ : M — UP!9 morfismo. Se

fi=¢*(t), g =0¢"(#¥), 1<i<p, 1<j<gq

entdo f; sdo elementos pares de O(M), e g; sdo elementos impares de
O(M).

Reciprocamente, se sdo dados f;,g; € O(M) com f; pares e gj impares,
existe um tinico morfismo de superespacos ¢ : M — UP!9 tal que
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Morfismos Entre Supervariedades

Existéncia do morfismo: como definir pullback de g(t,..., tP)?

Com cada f; = r; + n;, com n; nilpotente,

. 0°g o
10) (g):g(r1+n1,...,rp+np):Zj(rb...,rp)n )

Para a unicidade: ideias de polindmios de Taylor em ideais de O,.
Temos essencialmente: para i) : M — N,

(t,0) — (v,9), y=y(t,0), ¢ =p(t,0).
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O Espaco Tangente e Campos Vetoriais

Como classicamente: vetor tangente v é uma derivagdo no talo O.

Em coordenadas locais: base , superespaco vetorial de

g @
ot | " 967 |,

dimens3o p|q. Derivacdes pares e impares.

Com morfismo ¢ : M — N, tem di), : T,(M) — Ty (N) por

v vort.

Campos vetoriais: derivacdo de Oy, ou seja, familia de derivagGes
VU : O/\/](U) = Om(U)

Por parti¢des da unidade, pode considerar sé6 V : O(M) — O(M).
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O Funtor de Pontos

Pontos x € [M|: ndo tém significado geométrico.
“Pontos impares”: invisiveis topologicamente e por fun¢des em |M]|.

No¢3do mais adequada de pontos:

T e X superespacos. Um X-ponto de X é um morfismo T — X:
X(T) =Hom(T,X).
Pensar como pontos de X parametrizados por T. Funtor de pontos do

superespaco X:

Mesma noc3o para supervariedades. "



O Funtor de Pontos

Consequéncia do Lema de Yoneda:

M, N supervariedades. Existe bijecdo entre morfismos ¢ : M — N e o
conjunto de mapas ¥t : M(T) — N(T), funtorial em T. Em particugar,
M e N s3o isomorfos sse seus funtores de pontos sdo isomorfos.

Proposicao
Se M e T Sao supervariedades, entdo

M(T) = Hom(T, M) = Hom(O(M), O(T)).
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Exemplos de T-Pontos

T =R T-ponto em M é morfismo ¢ : R%® — M.

Mapa continuo |¢| : R® — |M|: escolha de |x| € |[M|. E pullback
¢* : Opp — Opopo: associa valor da se¢do em x.

R%%-pontos em M = pontos (topolégicos) em |M|

T-pontos de RPI9: morfismo O(RPIT) — O(T).

Corresponde a escolha de p se¢Bes pares e g secdes impares de T, como

visto!
RPI9(T) = Or(T)h © Or(T)5.
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Mais Construcoes Possiveis

Teoria de supervariedades bem andloga a cléssica:

e Particdes da unidade;
e Forma local de imersdes e submersdes;
e Fluxos e Distribuicoes;

Teorema de Frobenius;

Supergrupos de Lie e Superalgebras de Lie;

Superespacotempos e Supergrupos de Poincaré.
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